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Quelles guestions?

En faisant I'hypothese que les observations viennent d'un systeme
physique (dont on ne connait pas forcément les equations), par
exemple:

dX
—=F(X,t
~ (X, 1)
* Que peut-on apprendre sur F a partir d'une série d'observations de

X?
* Que peut-on apprendre sur toutes les trajectoires X(t) a partir de F?

e Les observations X(t) sont-elles differentes d'un processus
aléatoire?

e Peut-on faire des prévisions sur le systeme?
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Ce cours

o Explorer les propriétes qualitatives des
« solutions » des systemes dynamiques

— Equilibres
— Bifurcations
— Oscillations, chaos, etc.

o Un exemple d’oscillations a partir d’un
modele d’interaction glace -- climat.
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Ce que ce cours n’est pas...

o Un traite sur la théorie systemes
dynamiques

 Si la plupart des énonces sont vrais, ils ne
sont pas prouveés dans ce cours
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Rappel sur les systemes dynamigues

%: F(X,t),etX(0)=X, (€ER") (SD)

Un systeme dynamique est I’application:

Xo = ¢(X,), (t=0)

qui, a une condition initiale X, fait correspondre une trajectoire
o, qui vérifie I’equation differentielle (SD).

On s’intéresse au comportement temporel des systemes
dynamiques bornes (i.e. dont les trajectoires n’explosent pas et
sont bornées).
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Oscillateur amorti:

X +kX +w?X =0

X=Y,
{y = —ky — w°X.
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Quelques illustrations
Point fixe X; (equilibre):

Xf =¢t(xf)’Vt
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Trajectoire périodique:

X = QDt(XO) = Pt (Xo)v Vit

Linearoscillator Phaseporteait
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Systeme pseudo-périodique:

X (t) = Asinwt + Bsinw,t, et &62(2
W,

Bi-periodicfunction
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Et apres?

Exemple classique:
le systeme de Lorenz (1963)

y=pX-y-xz, 0,B,0=0,
Z=-pZ+XY.

J\\

Lorenzsitaulation

Attracteur
« étrange »
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Points fixes (ou équilibres)

X,,tel que d;i" =F(X,)=0

:>(;0t(XO) = XO’Vt

Les gquestions:
« Stabilité de I’equilibre X

> une perturbation autour de cet équilibre « diverge » -t-
elle?

»Un changement de parametre du systeme change-t-il les
propriétés de I’équilibre?

o Unicite de I’equilibre? (existence d’équilibres multiples)
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Stabilite des équilibres

o Stabilité de Lyapounov: Si on part de
« pres », on reste dans le voisinage

o Stabilité asymptotique: Si on part de
« pres », on converge vers le point fixe

=)
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Linearisation et stabilité asymptotique

X=X,+Y

lin€arisation du systeme pres de 1'équilibre
% =DF(X,)'Y +O(Y?) d g 1
A

oF
\ Matrice Jacobienne de F: —

X

Dans le voisinage de Y=0, une solution du systeme pour une
condition initiale Y, est:

Y(r) =exp| DF (X,)t]Y,

La stabilité asymptotigue est donc liée aux valeurs propres
de DF(X,).
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Stabilite asymptotique
Th: I’équilibre X, est asymptotiquement stable si

NR(vap(DF(X,))) <0

La premiere chose a faire apres avoir localisé un point fixe est de
déterminer les valeurs propres du systeme linéarise.
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Un bestiaire de points fixes
Point fixe hyperbolique:  (vap(DF(X,))) =0

Selle: point fixe hyperboligue tel que:

HR(vap(DF(X,))) >0et<0 >\§<\Q
/\

Puits: R(vap(DF(X,))) <0

Source: HR(vap(DF(X,))) >0

Centre: point fixe non hyperbolique AR (vap(DF(X,))) =0
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Bifurcations de points fixes

dX
2 _F(X,
it (X, u)

Question: comment changent ropriétes de stabilite
d’un point fixe quand un parametre u de I’équation change?

Une bifurcation est un changement de propriéte de point
fixe.

Exemple: — =pu-X?
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Exemple de bifurcation

X, =#Ju,siu=0  PasdePFsiu<0

DF(X)=-2X
DF(X,)==%2{u 1 PF asymptotiguement stable,
1 PF instable
Donc:

e Si u<0: pas de PF
e Si u=0: un seul point fixe (X,=0)
o Si u>0: deux point fixes
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Un bestiaire de bifurcations

Bifurcation nceud/selle: v
0 FP — 2 FPs (1 stable, 1 instable) | t
v

X =u-X?

Bifurcation transcritique:
Echange de stabilité

X =uX - X2

Bifurcation en fourche:

X =uxX - X3
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Bestiaire, suite

Bifurcation de Hopf:
Un systeme a deux variables (plan XY) peut se mettre sous
forme polaire (r,0):

¢t =dur +ar’
6 =w +cu +br?

1 point fixe (r—0) vers 1 orbite periodique (r—r,) et un point
fixe instable
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Quelques remargues sur les
bifurcations

o Necessité d’avoir un systeme nonlinéaire

 Latransition d’un systeme a I’equilibre vers un
systeme oscillant (et periodique) se fait par une
bifurcation de Hopf

o |es seules bifurcations « structurellement »
stables sont les bifurcations nceud/selle et de Hopf.

e En 2d, les systemes continus les plus complexes
sont des orbites periodiques
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Quelques nouvelles notions

» Points fixes stables et cycles sont des attracteurs:
des ensembles asymptotiquement visites par les
trajectoires du systeme

 |lIs vivent sur des « surfaces » de dimensions O
(points) ou 1 (cycles), ou plus (Juxtaposition de
cycles: tore)

 Certains attracteurs ont des formes plus
complexes...

20/11/05 P. Yiou, Systemes Dynamiques

20



Les systemes chaotigues

Exemple classique: X =o(y-Xx),
le systéme de Lorenz (1963) 1y=pX-y-xz, o,p,p=z0,
Z=-[Z+Xy.

Attracteur
« étrange »

=
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e systeme de Lorenz

 Issu de la convection de Rayleigh-Bénard
* Pour les valeurs de parametres « habituelles »:
e trois points fixes instables

 Toutes les trajectoires sont « entrantes » dans une
sphere suffisamment grande (attracteur universel)

o | "attracteur est etrange, i.e., I’ensemble limite des
trajectoires a une (e.g.
ensemble de Cantor).

o Le systeme est chaotique
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Une définition du chaos

La forte sensibilité aux conditions initiales ., \Q
L.

Exposants de Lyapounov: taux de
divergence des trajectoires dans
chacune des directions

Un systeme dynamique est chaotique si un de ses
exposants de Lyapounov est positif
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Exemple de systeme chaotique (1)

Par exemple, un systeme dynamique discret: X...=f(X,)

X, =X, +0X,
X =X +6X, = f(X +0X,) = f(X,)+ f'(X,)0X,
=0X, =X, - X, = f'(X,)0X,

n-1
X, = q f'(X,) 60X, :taux de divergence au bout de n itérations

1

1
n n-1 n
= lim (H\f'(xm)\) donc X, ~y" X,

n—oo

n

y =lim

n—oo

0

A =log(y) = lim — Elog f'(X, )D: exposant de Lyapounov

n —>o n
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Exemple de systeme chaotique (2)

* Le calcul précédent se generalise en plusieurs dimensions et
pour les systemes continus

e Un systeme dynamique est chaotique quand le plus grand
exposant de Lyapounov est positif: les trajectoires divergent
exponentiellement vite

« Si ’attracteur est borne, la divergence locale exponentielle
Implique le repliement incessant des trajectoires et donc le
feuilletage fractal de I’attracteur (i.e. une dimension non
entiere, cf ).
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Exemple de systeme chaotique (3)

Exemple « élémentaire »: 1
X,..=2X_ (modl)
A =log(2) >0,car f'=2 C’est chaotique!
> 0 12

a.
X, =0qa,a,...q,...= E—’.,a. =0 oul
21
i=1

l

o) a.
X, =f(X)=0aa,...q,...= z—i
i=2

Le chaos est le caractere imprevisible de la représentation des

nombres irrationnels!
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En pratique

Il y a des algorithmes pour estimer les exposants de Lyapounov
ou la dimension fractale a partir d’observations, basés sur un
théoreme de Takens (1981).

On observe un systeme dynamigue (dont on ne connait pas
forcement les équations) ayant un attracteur:

%—T=F(X,t),etX(0)=X0 €ER")  (SD)
Sur une seule trajectoire, a intervalles discrets: {Xn, n= O}

1l est possible reconstruire un attracteur vivant sur une surface
(ou varieté) de dimension D, avec une suite d’observables en

dimension 2D+1.
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Méethode des retards

La technique consiste a « plonger » une suite {X.} dans un
espace de dimension ad hoc par la technigue des retards:

P:4X,,n=0}—>{Y, = (X, X, 10 X,y ) N2 0}

Avec un choix « judicieux » de la dimension M, on peut
reconstruire I’attracteur du systeme dynamique F a partir d’une
seule trajectoire.
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Exemple:
systeme de Lorenz

On ne dispose que d’une

variable: / o
X(nédt),n=0

X

Reconstruction (X,,, X .1, X,.5)

o]

2]

2

o

e
1 — T
0 10
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Morale

En pratique, les algorithmes pour calculer une dimension
fractale ou un plus grand exposant de Lyapounov demandent
plus d’observations qu’on n’en disposera jamais en
climatologie ou en sciences atmospheérigues, pour une
estimation sdre.

Le chaos d’un systeme ou le caractere fractal d’un attracteur
ne peuvent pas étre « prouves » a partir d’observations (il faut
de I’ordre de N=42P observations pour bien approcher un objet
vivant en D dimensions).

|l faut donc reduire nos ambitions de décrire la variabilité
observée d’un systeme a I’etude des points fixes et des
composantes cycliques...

20/11/05 P. Yiou, Systemes Dynamiques 30



Morale (2)

« Un certain nombre de concepts (plongement)
seront quand méme exploites pour étudier la
variabilité temporelle de systemes observes

o La plupart des systemes « climatologiques » ont
des composantes quasi-periodiques qui justifient
une description dynamique et une etude statistique
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Exemple paleoclimatique

Composite spectrum of climate variability
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Exemple oscillatoire

Modele de calotte de glace de Ghil et Le Treut (1981).

ih
i
| zone zone
zone passive d’accumulation, d’ablation (fonte)

ol
Lt 3 W -

1sotherme 0°C

Nord

ocean

Arctique
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Conservation de I'énergie:

c,
dt

R,

R, -
Q(l [yaland (L) + (1 y)aocéan (T)]) - K(T - TK )

océan

A
aland (L)

(albédo de la glace de mer)
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Conservation de la masse:

v
& _ @l —a'L.
P olaL, -a'L,)

Pour un profil de calotte paraboligue constant, V est fonction de
I’extension L.

daL Lo
L

(L+&(T)) La(T,L)—L} )

=al/a’
\ gmax
in
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Oscillations glaciaires

[ dT

CT E = Q(l — [yaland (L) + (1 — y)aocéan (T)]) - K(T - TK)’
ldL L )
e u T[(1 +¢&(T)) L,(T,L)-L].

. T )
« A la main »: d—oc—L
dt

| — T o —T :oscillations!
dL
— o |
dt

=» Cycle limite nonlinéaire apres bifurcations de Hopf sur u.
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Portrait de phase du modele GLT
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Bifurcations (Hopf)

(a) w<1.5790-.. (b) w=1.5790...

(c) 1.5790- - -<u <1.6207- - (d) u =1.6207 - - .

(e) 1.6207 -+ < < 1.7583-- - (F) 1.7583 -+ - < <1,76735- - -
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Simulations GLT

e e e e A e A 4 —— a0 ——

19e5 285
15685 T e A T e A e e e

281 7

279 7

Période typique du autour de 7000 ans: proche de celle des
evenements de Heinrich pendant le dernier age glaciaire!
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Composition isotopique de la glace (8'30)

Enregistrement de GRIP

250 um

Détritiques dans les
sédiments marins: débacles

/ d’icebergs et événements de
Heinrich
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Cycles apparents de 5 a 7 kyr pour les HEs et de 1.3 a 1.7 kyr pour les DOs.
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Variabilite en age glaciaire

Les enregistrements a haute résolution de I'hnémisphere nord témoignent de
cycles proches de 5-7 kyr (Heinrich) et ~1.5kyr (Dansgaard-Oeschger), mais ne
couvrent que le dernier age glaciaire.

Le forage de Vostok compte
4 cycles glaciaires

Ont-ils des caracteres de g

variabilité communes?
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Variabilite en age glaciaire

Pariod (kyr)
0 54 225 2 1.5

Spectres des 4 ages glaciaires

_ Fréquences similaires a celles observées en
¢ Atlantique nord pour le dernier age glaciaire

’ \“ i Généralité de cycles ~5 kyr et ~1.5kyr
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Dimension de Hausdorff

Soit un ensemble de points dans un espace a p dimensions. On cherche a le
recouvrir par des hypercubes de coté . Soit N(¢) le nombre minimal de cubes
nécessaires. La dimension « fractale » (de Hausdorff) de I’ensemble est:

lim logN (&)
e~0 log(1l/¢)

e Pour un point: N(¢)=1 donc D=0
e Pour un segment de longueur L: N(g)=L ¢! donc D=1
e Pour une surface S: N(g)=S ¢2 donc D=2

e Pour unensemble de Cantor: e=(1/3)™, N(¢)=2™ donc D=log(2)/log(3)
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Evénements de Heinrich
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